
４ (60点)

　 nを正の奇数とする．曲線 y = sinx ((n− 1)π ≦ x ≦ nπ)と x軸で囲まれた部分を

Dn とする．直線 x+ y = 0を lとおき，lの周りに Dn を 1回転させてできる回転体を

Vn とする．

(1) (n− 1)π ≦ x ≦ nπ に対して，点 (x, sinx)を P とおく．また P から lに下

ろした垂線と x軸の交点を Qとする．線分 PQを lの周りに 1回転させて

できる図形の面積を xの式で表せ．

(2) (1)の結果を用いて，回転体 Vn の体積を nの式で表せ．

(2020年　東京工業大学前期)

[解答例](A20)

(1)

　 P から lに下ろした垂線の足を Rとおく．Rの座標は (x−sin x
2 ,−x−sin x

2 )であり，Q

の座標は (x− sinx, 0)である．

nは正の奇数なので，x ≧ sinx ≧ 0であることに注意すると，PQを lの周りに回転させ

てできる図形の面積 S は，

S = π(PR2 −QR2)

= π

{
2

(
x+ sinx

2

)2

− 2

(
x− sinx

2

)2
}

= 2πx sinx.

(2)

　 Rの原点からの距離を tとおくと，

t =
x− sinx√

2



であるので，tは xの単調増加関数で

dt =
1− cosx√

2
dx

である．点 Rは ( (n−1)π
2 ,− (n−1)π

2 )から (nπ2 ,−nπ
2 )までを動く．Vn はDn を lの周りに

1回転させたものだから，Vn の体積を lに沿って lに垂直な断面の面積を積分することで

求めると，

Vn =

∫ nπ√
2

(n−1)π√
2

2πx sinxdt　

=
√
2π

∫ nπ

(n−1)π

x sinx(1− cosx)dx

=
√
2π

[
x(− cosx+

1

4
cos 2x)

]nπ
(n−1)π

+
√
2π

∫ nπ

(n−1)π

(cosx− 1

4
cos 2x)dx

=
√
2π

(
nπ +

1

4
nπ + (n− 1)π − 1

4
(n− 1)π

)
+

√
2π

[
sinx− 1

8
sin 2x

]nπ
(n−1)π

=
√
2π2

(
2n− 3

4

)
.

（解答終）
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