
２ (60点)

　複素数平面上の異なる 3点 A,B,C を複素数 α, β, γ で表す．ここで A,B,C は同一直

線上にないと仮定する．

(1) △ABC が正三角形となる必要十分条件は，

α2 + β2 + γ2 = αβ + βγ + γα

であることを示せ．

(2) △ABC が正三角形のとき，△ABC の外接円上の点 P を任意にとる．この

とき，

AP 2 +BP 2 + CP 2

および

AP 4 +BP 4 + CP 4

を外接円の半径 Rを用いて表せ．ただし，2点 X,Y に対し，XY とは線分

XY の長さを表す．
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(1)

　 A,B,C は相異なる点であり，しかも同一直線上にないことが問題の仮定として与えら

れているので，その下で考える．

△ABC が正三角形であるための必要十分条件は，

∠A =
π

3
, AB = AC (1)

である．(1)を α ̸= β, α ̸= γ の下で考えていることに注意して，複素数で表現すると，

γ − α =
1±

√
3i

2
(β − α) (2)



と表せる．(2)は，β ̸= αの下で

γ − α

β − α
=

1±
√
3i

2

と同値．よって，△ABC が正三角形であるための条件は，(
γ − α

β − α

)2

− γ − α

β − α
+ 1 = 0 (4)

が成り立つことで，(4)は α ̸= β の下で

(γ − α)2 + (β − α)2 − (γ − α)(β − α) = 0 (5)

と同値．(5)を展開すると

α2 + β2 + γ2 = αβ + βγ + γα (6)

となるので，(6)は△ABC が正三角形であるための必要十分条件．

(証明終)

(2)

　 A,B,C, P を平行移動しても形状や長さは変わらないので，△ABC の重心が原点であ

るような場合のみを考えればよい．つまり，

α+ β + γ = 0 (7)

のときを考える．また，点 P を表す複素数を pとおく．このとき，△ABC の外接円は原

点を中心とした円になるので，

|α| = |β| = |γ| = |p| = R (8)

である．また，(7)を二乗した式

(α+ β + γ)2 = 0

に (6)を代入することにより，

α2 + β2 + γ2 = 0 (9)



が成り立つと分かる．

i) AP 2 +BP 2 + CP 2

AP 2 +BP 2 + CP 2 を α, β, γ, pを使って表すと，

AP 2 +BP 2 + CP 2 = (α− p)(α− p) + (β − p)(β − p) + (γ − p)(γ − p)

となるので，(8)より，

AP 2 +BP 2 + CP 2 = 6R2 − (α+ β + γ)p− (α+ β + γ)p

である．よって，(7)より，

AP 2 +BP 2 + CP 2 = 6R2.

ii) AP 4 +BP 4 + CP 4

AP 4 +BP 4 + CP 4 を α, β, γ, pを使って表すと，

AP 4 +BP 4 + CP 4 = (α− p)(α− p)2 + (β − p)(β − p)2 + (γ − p)(γ − p)2

となるので，(8)より，

AP 4 +BP 4 + CP 4 = (2R2 − αp− αp)2 + (2R2 − βp− βp)2 + (2R2 − γp− γp)2

= (6R4 + α2p2 + α2p2 − 4R2αp− 4R2αp)

+ (6R4 + β
2
p2 + β2p2 − 4R2βp− 4R2βp)

+ (6R4 + γ2p2 + γ2p2 − 4R2γp− 4R2γp)

= 18R4 + (α2 + β
2
+ γ2)p2 + (α2 + β2 + γ2)p2

− 4R2(α+ β + γ)p− 4R2(α+ β + γ)p

である．よって，(7),(9)より，

AP 4 +BP 4 + CP 4 = 18R4.

(解答終)

cba

この文書は，注のある部分を除き，クリエイティブ・コモンズ 表示 - 継承 4.0 国際 ライ

センス (http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/) の下に公開されています．


