
６ (35点)

　四角形の 2本の対角線およびその延長が直交しているとき，その交点から各辺に下ろした垂線の交点

4点は同一円周上にあることを示せ．ただし，直線も半径無限大の円周とみなす．

(自作問題 #202026)

[解答例](B30)

対角線とその延長の交点を原点 O とし，少なくとも一本の対角線上に O があるので，それを x軸とし，も

う一方を y 軸とするような複素数平面上で考える．このとき，四角形の頂点はそれぞれ複素数 a, bi, c, di と

a < 0 < c, b < dをみたすような 0でない実数 a, b, c, dを使って表せる．

また，四角形の頂点をこの順番で A,B,C,Dとおき，Oから辺 AB,BC,CD,DAに下ろした垂線の足を順

番に P,Q,R, S とおく．

ここで，座標平面の直線 l

x

m
+

y

n
= 1

の原点を通る垂線の方程式は

mx = ny

であるので，原点から l に下ろした垂線の足は

(
mn2
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)
であり，複素数平面上では

mn2 +m2ni

m2 + n2
=
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m+ ni
に対応する．

よって，垂線の足 P,Q,R, S は複素数平面上で
abi

a+ bi
,

cbi

c+ bi
,

cdi

c+ di
,

adi

a+ di
の位置にある．

ここで，θ1 = ∠PQR, θ2 = ∠RSP とおく．ただし，∠PQR,∠RSP はともに，始線QR,SP からQP, SR

への反時計回りを正とする符号付きの角度と考え，θ1, θ2 は −π < θ1, θ2 ≦ π の範囲の値をとると考える．こ

のとき，
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と負の実数になるので，

cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2) = −1

が成り立つ．θ1, θ2 の取りうる値の範囲を考えれば，これは

θ1 + θ2 = ±π (1)

となるときに限る．P,Q,R, S が同一直線上にないとき，式 (1)が成り立つのは P,Q,R, S が同一円周上にあ

るときだけである．よって，垂線の足 P,Q,R, S は直線の場合を含めて，同一円周上にある．

（証明終）
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