
５ (35点)

　 nを自然数とする．次の条件をみたすような n個の実数の組 (a1, a2, . . . , an)がただ 1組存在するこ

とを示せ．

条件：1 ≦ m ≦ nをみたす任意の自然数mに対し，

am = e−Sm

が成り立つ．ここで，Sm =

m∑
i=1

ai とおいた．

(自作問題 #202025)

[解答例](B25)

準備

まず，準備として f(x) = xex とおき，次の命題 (*)を示す．

命題 (*)

任意の正の実数 sに対し，f(t) = sとなるような実数 tがただ一つ存在し，その tは正の実数である．

証明

f ′(x) = (1 + x)ex

なので，x ≧ 0において f ′(x) > 0．f(x)は x > 0で単調に増加する．

また，

f(0) = 0

lim
x→∞

f(x) = ∞

であるから，

f(t) = s

となるような正の実数 tはただ一つ存在する．

一方，x ≦ 0のとき，

f(x) ≦ 0

であるから，

f(t) = s

となるような 0以下の実数 tは存在しない．

（証明終）
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定理の証明

これを踏まえ，与えられた命題と，それをみたす組 (a1, a2, . . . , an)がすべて正の実数であることをまとめ

て nに関する数学的帰納法で示す．

i) まず，n = 1で成り立つことを示す．

a1 がみたすべき条件は，

a1 = e−S1

= e−a1 ,

すなわち

f(a1) = 1

であるから，命題 (*)より，条件をみたす a1 はただ一つ存在し，それは正の実数．

ii) 次に，n = k での成立を仮定するとき，n = k + 1でも成立することを示す．

n = k のときの組を (b1, b2, . . . , bk)とする．

1 ≦ i ≦ k に対して，ai = bi とすれば条件をみたし，しかも，仮定よりそれ以外にみたすべきものは存在し

ない．ak+1 が満たすべき条件は，

ak+1 = e−Sk+1

= e−ak+1e−Sn

= e−ak+1ak,

すなわち，

f(ak+1) = ak (2)

である．帰納法の仮定と ak の定め方より ak は正の実数なので，命題 (*)より式 (2)をみたす ak+1 はただ一

つ存在し，それは正の実数．よって，この (a1, a2, . . . , ak+1)は条件をみたし，すべて正の実数である．

以上 i), ii)より，確かに任意の nについて成立することが示され，与えられた命題は成立する．

（証明終）

この文書は，注のある部分を除き，クリエイティブ・コモンズ 表示 - 継承 4.0 国際 ライセンス

(http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/) の下に公開されています．

cba — 2 — c⃝ 2020 数学アマノジャク


