
４ (35点)

　 a, bを互いに素な自然数とし，pを素数とする．このとき，次の問題に答えよ．

(1) x, y についての方程式 ax− by = 1が整数解をもつことを示せ．

(2) 箱の中に，1から p− 1までの番号が 1つだけ書かれたカードが p− 1枚入っている．ただし，異

なるカードには異なる番号が書かれている．この箱からカードを 1枚ランダムに選び，番号を確

認してから箱に戻す操作を 2回続けて行う．2回の操作で確認した 2つの番号の積を p進法で表

したとき，1の位 (p0 の位)の数字が 1である確率を求めよ．

(自作問題 #202024)

[解答例](B30)

(1)

x, y の方程式

ax− by = 1

が整数解を持つような自然数の組 (a, b)全体からなる集合を Aとおく．

まず，

ax− by = 1

のとき，

b(−y)− a(−x) = 1

なので，(a, b) ∈ Aならば (b, a) ∈ Aである．

また，x, y の方程式

x− ny = 1

は (x, y) = (1, 0)を解に持つので，任意の n ∈ Nに対して (1, n) ∈ Aである．

次に，任意の互いに素な 2以上の整数の組 (a, b)を考える．a ̸= bなので a < bと考えてよい．a, bは互い

に素なので，

b = ak + b′

となるような自然数 k と，a− 1以下の自然数 b′ が存在する．

この k, b′ を用いると，

ax− by = a(x− k) + b′y

と変形できるので，(a, b) ∈ Aであることと (b′, a) ∈ Aであることは同値であり，b′ と aは b′ < aである互

いに素な自然数である．
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b′ = 1なら，(b′, a) ∈ Aなので，(a, b) ∈ A．

b′ ≧ 2なら，ここまでの議論をもう一度繰り返すことで，

(a, b) ∈ A ⇐⇒ (a′, b′) ∈ A

であると分かる．ただし，a′ は b′ と同じようにして定義された b′ − 1以下の自然数であり，a′ と b′ は互いに

素である．

このとき，a′ = 1なら (a′, b′) ∈ Aであり，a′ ≧ 2ならさらにこの議論を続けていく．

aは自然数なので，このようにして続けていくと，a− 1回以内の議論によって

(a, b) ∈ A ⇐⇒ (1,m) ∈ A

と言えるような自然数mが存在することが言える．

任意の自然数mに対して (1,m) ∈ Aであったから，

(a, b) ∈ A

である．これが示すべきことであった．

（証明終）

(2)

1, 2回目の操作で確認した番号をそれぞれ q1, q2 とおき，q1 を固定して考える．q1 は p− 1以下の自然数な

ので，pとは互いに素．よって，(1)より

q1x = py + 1 (1)

となるような整数の組 (x0, y0)が存在する．このような (x0, y0)と任意の整数 kに対して，(x0+pk, y0+q1k)

も式 (1)の解になるので，式 (1)をみたし，1 ≦ nx ≦ p− 1となるような整数の組が存在すると言え，その一

つを (nx, ny)とする．

また，1 ≦ q1 ≦ p − 1なので，この (nx, ny)において 0 ≦ ny ≦ p − 1である．よって，q2 = nx のとき，

q1q2 の p進法における 1の位の数字は 1になる．

一方，q1q2 の 1の位の数字が 1であったとすると，q1(q2 − nx)は pの倍数となるが，q1, q2, nx はどれも

p− 1以下の自然数なので，素数 pの倍数になるのは q2 = nx となるときに限る．

q2 = nx となる確率は 1
p−1 であるので，q1 の番号がどれであった場合についても，q1q2 の 1の位の数が 1

となるような確率は 1
p−1 である．

よって，求める確率は 1
p−1．

（解答終）
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