
３ (35点)

　 3つの自然数の組 (a, b, c)がピタゴラス数であるとは，a, b, cが等式

a2 + b2 = c2

をみたすことをいう．このとき，次の問題に答えよ．

(1) (a, b, c)がピタゴラス数ならば，a, b, cはいずれも 3以上であることを示せ．

(2) pを 3以上の素数とする．このとき，(p, q, r)がピタゴラス数になるような自然数の組 (q, r)をす

べて求めよ．

(自作問題 #202023)

[解答例](A20)

与式を

a2 + b2 = c2 (*)

とおく．

(1)

まず，(a, b, c)がピタゴラス数であるとき，a ≧ 3であることを示す．

i) a ̸= 1であること

a = 1 を仮定する．このとき，(a, b, c) がピタゴラス数ならば，定義より式 (∗) が成り立つので，b, c は関

係式

(c− b)(c+ b) = a2 = 1 (1)

をみたす．b, cは自然数なので，b+ c > 1に注意すると，(1)式より

(c− b, c+ b) = (1, 1)

でなければならない．このとき，(b, c)は

(b, c) = (0, 1)

でなければならないが，これは (a, b, c)がピタゴラス数であることと矛盾．よって，a ̸= 1．

ii) a ̸= 2であること

a = 2を仮定する．i)のときと同様に，(a, b, c)がピタゴラス数であるなら，

(c− b)(c+ b) = 4

をみたすが，このとき

(c− b, c+ b) = (1, 4), (2, 2), (4, 1) (2)
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のいずれかでなければならない．ところが，式 (2)をみたすような (b, c)は

(b, c) =

(
3

2
,
5

2

)
, (0, 2),

(
−3

2
,
5

2

)
しか存在せず，このとき (a, b, c)はピタゴラス数にならない．よって，a ̸= 2．

以上 i), ii)の議論により，(a, b, c)がピタゴラス数のとき，a ≧ 3であることが示された．

また，式 (*)は a, bの値を入れ替えても変わらないので aのときと同様に，(a, b, c)がピタゴラス数のとき，

b ≧ 3である．

さらに，(a, b, c)がピタゴラス数のとき，a ≧ 3と (∗)から，

c =
√

a2 + b2

= a

≧ 3

であることも分かる．

以上より，(a, b, c)がピタゴラス数のとき，a, b, cいずれも 3以上．

（証明終）

(2)

(p, q, r)がピタゴラス数であるためには

(r − q)(r + q) = p2 (3)

ことが必要十分．pは素数なので，式 (3)をみたすための条件は，(1)のときと同様に

(r − q, r + q) = (1, p2), (p, p), (p2, 1),

すなわち

(q, r) =

(
p2 − 1

2
,
p2 + 1

2

)
, (0, p),

(
1− p2

2
,
p2 + 1

2

)
(4)

のいずれかであることである．

pは 3以上の素数であり，このとき pは奇数であることに注意すると，式 (4)の (q, r)のうち，

(q, r) =

(
p2 − 1

2
,
p2 + 1

2

)
のみ (p, q, r)がピタゴラス数となる．

よって，求める (q, r)は
(

p2−1
2 , p2+1

2

)
ただ一組．

（解答終）
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