
２ (30点)

　四面体 T に対して，T の各面の重心 4点を頂点とした四面体を T ′ とする．このとき，T ′ が正四面体

であることが，T が正四面体であるための必要十分条件であることを示せ．

(自作問題 #202022)

[解答例](A15)

　四面体 T の頂点を O,A,B,C とおく．また，O,A,B,C に対して，T ′ の頂点である

△ABC,△OBC,△OCA,△OAB の重心を順に O′, A′, B′, C ′ とおく．

ここで，
−→
OA = a⃗,

−−→
OB = b⃗,

−−→
OC = c⃗とする．

このとき，

−−→
OO′ =

a⃗+ b⃗+ c⃗

3

−−→
OA′ =

b⃗+ c⃗

3
−−→
OB′ =

a⃗+ c⃗

3

−−→
OC ′ =

a⃗+ b⃗

3

と表せる．

よって，T ′ が正四面体となるための必要十分条件

|O′A′| = |O′B′| = |O′C ′| = |A′B′| = |B′C ′| = |C ′A′| ̸= 0

は，

1

3
|⃗a| = 1

3
|⃗b| = 1

3
|⃗c| = 1

3
|⃗b− a⃗| = 1

3
|⃗c− b⃗| = 1

3
|⃗a− c⃗| ̸= 0

と同値．これは

|⃗a| = |⃗b| = |⃗c| = |⃗b− a⃗| = |⃗c− b⃗| = |⃗a− c⃗| ̸= 0,

すなわち，T が正四面体であるための必要十分条件と同値．

以上より，確かに T ′ が正四面体であることが，T が正四面体であるための必要十分条件であると示された．

（証明終）
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