
６ (35点)

　 xy平面上の点で x座標，y座標がともに整数である点を格子点という．三角形 ABCの各頂点が格子

点であり，∠A ̸= π

2
であるとするとき，tan∠Aは有理数であることを示せ．

(有名問題 #202016)

[解答例](B25)

　 3点 A,B,C が全て格子点状であるとき，
−−→
AB,

−→
AC は，ある整数 k, l,m, nを用いて，

−−→
AB =

(
k
l

)
,

−→
AC =

(
m
n

)
と表せる．ここで，二つのベクトルの位置関係によって次のように場合分けする．

i) k ̸= 0かつm ̸= 0のとき
−−→
AB と x軸がなす符号付きの角を θ とおく．ただし，θ は −π < θ ≦ π の範囲で考える．

また，
−→
AC と x軸のなす符号付きの角を ϕとおく．ただし，ϕは θ − π < ϕ ≦ θ + π の範囲で考える．

この θ, ϕに対して，

tan θ =
l

k

tanϕ =
n

m

が成り立つ．また，∠Aは θ, ϕを用いると，

∠A = |ϕ− θ|

と表せるので，

tan∠A = tan |ϕ− θ|. (1)

ところで，∠A ̸= π
2 より ϕ− θ ̸= ±π

2 であるから，加法定理より

tan(ϕ− θ) =
tanϕ− tan θ

1 + tanϕ tan θ

=
kn− lm

km+ ln

と表せる．よって，tan(ϕ− θ)は有理数．tan |ϕ− θ| = ± tan(ϕ− θ)であるから，式 (1)より，tan∠Aも有
理数．

ii) k,mのどちらか一方が 0のとき

a) k = 0, m ̸= 0のとき
−→
AC となす角を θ とおく．∠A ̸= π

2 のとき，−π < θ < π であり，θ ̸= 0,±π
2 であるようにとれる．この θ に

ついて，

tan θ =
n

m
(2)

が成り立つ．
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辺 AB は y 軸と平行なので，∠Aは θ を用いると

∠A = θ ± π

2
,

3π

2
+ θ

のいずれかで表せる．tan
(
θ + π

2

)
= tan

(
θ + 3π

2

)
= tan

(
θ − π

2

)
= − 1

tan θ であるので，式 (2)より tan∠A
は有理数．

b) k ̸=, m = 0のとき
−−→
AB となす角を θ とおく．∠A ̸= π

2 のとき，−π < θ < π であり，θ ̸= 0,±π
2 であるようにとれる．この θ に

ついて，

tan θ =
l

k
(3)

が成り立つ．

辺 AC は y 軸と平行なので，∠Aは θ を用いると

∠A = −θ ± π

2
,

3π

2
− θ

のいずれかで表せる．tan
(
−θ + π

2

)
= tan

(
−θ + 3π

2

)
= tan

(
−θ − π

2

)
= 1

tan θ であるので，式 (3)より

tan∠Aは有理数．
a),b)より，確かに tan∠Aは有理数．
iii) k = m = 0のとき

このとき，ABC は三角形にならない．ABC が三角形であるときを考えているのでこの場合を考える必要は

ない．

以上より，確かに問題の条件を満たす△ABC について，tan∠Aが有理数であると示された．
(証明終)

cba
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