
５ (35点)

　 aを正の実数とし，楕円
x2

a2
+ a2y2 = 1の周の長さを L(a)とする．このとき，次の問題に答えよ．

(1) L(a) =

∫ π
2

0

f(θ)dθ となるような f(θ)を一つ求めよ．

(2) L(a) = L

(
1

a

)
を示せ．

(3) aが正の実数全体を動く時，Lが最小となるような aの値を求めよ．

(自作問題 #202015)

[解答例](C35)

(1)

　楕円 x2

a2 + a2y2 = 1上の点 (x, y)は，0 ≦ θ < 2π をみたす実数 θ を用いて，(
x
y

)
=

(
a cos θ
1
a sin θ

)
(1)

と一意的に表せる．また，式 (1)で表された点は楕円上にある．

よって，L(a)は，

L(a) =

∫ 2π

0

√(
dx

dθ

)2

+

(
dy

dθ

)2

dθ

=

∫ 2π

0

√
a2 sin2 θ +

1

a2
cos2 θdθ

と表せる．sin2 θ = sin2(π + θ) = sin2(π − θ), cos2 θ = cos2(π + θ) = cos2(π − θ)であるので，

L(a) = 2

∫ π

0

√
a2 sin2 θ +

1

a2
cos2 θdθ

= 4

∫ π
2

0

√
a2 sin2 θ +

1

a2
cos2 θdθ (2)

であり，

f(θ) = 4

√
a2 sin2 θ +

1

a2
cos2 θ

は題意を満たす f(θ)の一つ．

(2)

　 (2)式において ϕ = π
2 − θ と置換を考えると，

L(a) = −4

∫ 0

π
2

√
a2 cos2 ϕ+

1

a2
sin2 ϕdϕ

= 4

∫ π
2

0

√
a2 cos2 ϕ+

1

a2
sin2 ϕdϕ

= L

(
1

a

)
(3)
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となって示された．

(証明終)

(3)

　 (2),(3)式より，

L(a) =
1

2
L(a) +

1

2
L

(
1

a

)
= 2

∫ π
2

0

(√
a2 sin2 θ +

1

a2
cos2 θ +

√
1

a2
sin2 θ + a2 cos2 θ

)
dθ

と表せる．また，相加平均と相乗平均の関係より，√
a2 sin2 θ +

1

a2
cos2 θ +

√
1

a2
sin2 θ + a2 cos2 θ

≧ 2

(
sin4 θ + cos4 θ +

(
a4 +

1

a4

)
sin2 θ cos2 θ

) 1
4

. (4)

さらにもう一度相加平均と相乗平均の関係を考えると，

a4 +
1

a4
≧ 2 (5)

であるので， √
a2 cos2 θ +

1

a2
sin2 θ +

√
1

a2
cos2 θ + a2 sin2 θ

≧ 2
((

sin2 θ + cos2 θ
)2) 1

4

= 2.

よって，

L(a) ≧ 2

∫ π
2

0

2dθ

= 2π.

等号成立条件は，任意の実数 θ で不等式 (4),(5)の等号成立条件を満たすこと，つまり，√
a2 cos2 θ +

1

a2
sin2 θ =

√
1

a2
cos2 θ + a2 sin2 θ

a4 =
1

a4

が任意の実数 θで成り立つことである．よって，aが正の実数全体を動くとき，Lが最小となるのは a = 1の

とき．

(解答終)

cba
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