
４ (35点)

　次のようなゲームを繰り返し行い，一回でも勝てばそこでやめる．このとき，どんなに根気よく続け

たとしても，最終的に勝利できる確率は
5

7
未満であることを示せ．

ルール：k 回目に行うゲームでは，硬貨を k 枚投げ，全て表が出たとき勝利とする．

(自作問題 #202014)

[解答例](B20)

　自然数 kに対して，k回目のゲームでちょうど勝利してゲームをやめる確率を ak，k回以内にゲームに勝利

してゲームをやめる確率を Sk とおく．一回でも勝てばゲームをやめるので，Sn は an を用いて，

Sn =

n∑
k=1

ak (1)

と表せる．一方，k ≧ 2では ak は k − 1回目まで一度も勝利せず，k 回目で勝利する確率であるので，

ak = (1− Sk−1) ·
1

2k
(2)

と表せる．よって，式 (2)を式 (1)に代入して，任意の n ≧ 2に対する関係

Sn = a1 +

n∑
k=2

(1− Sk−1) ·
1

2k
(3)

を得る．

i) n = 1のとき

このとき，S1 = a1 であり，a1 は 1回目のゲームで勝利する確率なので，

S1 =
1

2
. (4)

よって，S1 < 5
7．

ii) n = 2, 3のとき

式 (3)と式 (4)より，

S2 =
5

8

S3 =
43

64
(5)

と求められる．よって，S2, S3 < 5
7．

ii) n ≧ 4のとき

式 (3),(4)より，

Sn = 1− 1

2n
− S1

4
− S2

8
−

n∑
k=4

Sk−1

2k
. (6)
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式 (1)より，m ≧ nならば Sm ≧ Sn であるので，式 (5), (6)より，

Sn ≦ 1− 1

2n
− S1

4
− S2

8
− S3

n∑
k=4

1

2k

= 1− 1− S3

2n
− S1

4
− S2

8
− S3

8

≦ 1− S1

4
− S2

8
− S3

8

=
365

512
.

365
512 < 5

7 であるから，n ≧ 4のとき Sn < 5
7．

以上より，任意の nに対して，Sn < 5
7．Sn の定義より，これが示すべきことである．

（証明終）

cba
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