
３ (35点)

　 x, y を実数とし，θ を 0 < θ < π
2 をみたす定数とする．数列 {an} , {bn}をつぎの条件 (i),(ii)をみた

すように定める．

(i) a1 = cos θ, b1 = sin θ.

(ii) 任意の n ≧ 1に対して，(an+1, bn+1) = (xan − ybn, yan + xbn).

x2 + y2 < 1であるとき， lim
n→∞

an と lim
n→∞

bn は共に有限の値に収束することを示せ．

(自作問題 #202013)

[解答例](B20)

　 (ii)の条件より，

a2n+1 + b2n+1 = (x2 + y2)(a2n + b2n)

であるので，任意の n ≧ 1で √
a2n+1 + b2n+1 =

√
x2 + y2

√
a2n + b2n. (1)

式 (1)を繰り返し適用することを考えれば，条件 (i)より，√
a2n + b2n =

(
x2 + y2

)n−1
2

√
a21 + b21

=
(
x2 + y2

)n−1
2 .

よって，x2 + y2 < 1のとき，

lim
n→∞

√
a2n + b2n = 0.

ここで，0 ≦ |an| ≦
√

a2n + b2n,0 ≦ |bn| ≦
√
a2n + b2n であるから，はさみうちの原理より，

lim
n→∞

|an| = lim
n→∞

|bn| = 0.

−|an| ≦ an ≦ |an|,−|bn| ≦ bn ≦ |bn|なので，はさみうちの原理より，

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = 0

となるから，有限の値に収束することが示された．

（証明終）

cba
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