
２ (30点)

　 nを自然数，a，bを実数とし，f(x)を f(x) = x2 + ax+ bと定める．また，α, β を α < β をみたす

実数として，0 ≦ k ≦ 2n を満たす整数 k に対し，放物線 C : y = f(x) (α ≦ x ≦ β)上の点

Pk(xk, yk)を

(xk, yk) = (tk, f(tk))

(
tk =

(2n − k)α+ kβ

2n

)
により定める．このとき，2n + 1角形 P0P1 . . .P2n の面積 Sn を S1 を用いて表せ．

(自作問題 #202012)

[解答例](A20) 　 nの値によって Pk の指す位置が変わるので，特定の nに対する Pk のことを Pn,k と書くこ

とにする．

f

(
x+ y

2

)
=

(x+ y)2

4
+ a

x+ y

2
+ b

f(x) + f(y)

2
=

x2 + y2

2
+ a

x+ y

2
+ b

であるので，

f(x) + f(y)

2
− f

(
x+ y

2

)
=

(x− y)2

4
(1)

である．S1 は (α, f(α)),
(

α+β
2 , f

(
α+β
2

))
, (β, f(β))からなる三角形の面積なので，

S1 =
(β − α)3

8
.

また，lを 0 ≦ l ≦ 2n−1 − 1をみたす整数とすると，式 (1)より，点 Pn,2l+1 は線分 Pn,2lPn,2l+2 より下側に

あり，点 Pn,2l, Pn,2l+2 は Pn−1,l, Pn−1,l+1 と等しい．よって，任意の n ≧ 2に対し，

Sn = Sn−1 +

2n−1−1∑
l=0

△Pn,2lPn,2l+1Pn,2l+2 (2)

という関係が成り立つ．さて，式 (1)より，任意の lに対して，

△Pn,2lPn,2l+1Pn,2l+2 =
(β − α)3

23n

=
1

23(n−1)
S1

と表せるから，式 (2)に代入して，任意の n ≧ 2に対し，

Sn = Sn−1 +

2n−1−1∑
l=0

1

23(n−1)
S1

= Sn−1 +
1

22(n−1)
S1 (3)
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という関係が成り立つ．よって，式 (3)を繰り返し適用すると，

Sn = S1 +

n∑
m=2

S1

4m−1

と表せる．以上より，

Sn =
4

3

(
1− 1

4n

)
S1

と表せる．

(解答終)

cba
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