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　 f(x) =
1

1 + e−x
の n階導関数 f (n)(x)に対して，f (n)(x) = Pn(f(x))が成り立つような n+ 1次の

多項式 Pn(x)がただ一つ存在することを示せ．

(自作問題 #202011)

[解答例](AA15)

　 nに関する数学的帰納法で示す．

i)

　 n = 1のとき

f ′(x) =
e−x

(1 + e−x)2

= (1− f(x))f(x)

であるから，多項式

P1(x) = (1− x)x

は

f ′(x) = P1(f(x))

をみたすので確かに二次の多項式が存在．

また，

f ′(x) = Q1(f(x))

となるような多項式が存在したとする．

lim
x→−∞

f(x) = 0, lim
x→∞

f(x) = 1であるので，xが実数全体を動くとき，f(x)は少なくとも 0 ≦ c ≦ 1をみた

す任意の実数 cをとる．

よって，任意の実数 xに対して P1(f(x)) = Q1(f(x))が成り立つとき，

P1(x) = Q1(x)

であるので，存在するのは P1(x)ただ一つ．

ii)

　 n = k のとき，f (k)(x) = Pk(f(x))が成り立つような k + 1次式 Pk(x)がただ一つ存在すると仮定する．

このとき，

f (k+1)(x) = (f (k)(x))′

= P ′
n(f(x))f

′(x)

= P ′
n(f(x))(1− f(x))f(x)

と表せるので，

Pk+1(x) = P ′
k(x)(1− x)x
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は

f (k+1)(x) = Pk+1(f(x))

をみたす．また，Pk(x)の k + 1次の係数を ak とすると，P ′
k(x)は最高次の係数が (k + 1)ak の k 次式であ

るので，Pk+1(x)は高々 k + 2次式であり，k + 2次の係数は −(k + 1)ak である．ak ̸= 0なので Pk+1(x)は

k + 2次式．

　よって，n = k + 1のときも，k + 2次式 Pk+1(x)が存在する．また，i)での議論と同様に考えれば，存在

する k + 2次式は Pk+1(x)ただ一つ．

　以上より，確かに任意の自然数 nに対して，f (n)(x) = Pn(f(x))が成り立つような n+ 1次式がただ一つ

存在する．

（証明終）
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