
５ (35点)

(1) a，bは a < bを満たすとする．また，f(x)は実数全体で定義され，次の式に

よって定められる関数とし，g(x)，h(x)は a ≦ x ≦ bで定義された微分可能

な連続関数とする．

f(x) =

∫ b

a

|g′(t)− xh′(t)|dt

このとき，a ≦ c ≦ bを満たすような実数 cで，条件 (＊)を満たすものが存

在することを示せ．

(＊) 任意の実数 xに対し，f(x) ≧ 2g(c)− g(a)− g(b)が成り立つ．

(2) k を正の実数とする．0 ≦ x ≦ k の範囲で y =
ex − e−x

2
，y = mx，x = k

の 2つ以上で囲まれた部分の面積を S とする．mが実数全体を動くとき，S

の最小値と，そのときのmの値を求めよ．

(自作問題 #202005)

[解答例](B35)

(1)

　任意の実数 xに対し，|x| ≧ x,−xが成り立つので，a ≦ α ≦ bを満たす任意の実数 α

に対し，

f(x) =

∫ α

a

|g′(t)− xh′(t)|dt+
∫ b

α

|g′(t)− xh′(t)|dt

≧
∫ α

a

(g′(t)− xh′(t))dt+

∫ α

b

(g′(t)− xh′(t))dt

= 2g(α)− g(a)− g(b)− x(2h(α)− h(a)− g(b)) (1)

が成り立つ．中間値の定理より，

h(c) =
h(a) + h(b)

2



であるような実数 cが a ≦ c ≦ bの範囲に存在する．そのような cを式 (1)に代入す

ると，

f(x) ≧ 2g(c)− g(a)− g(b)

となるので，確かに a ≦ c ≦ bをみたすような実数 cで，条件 (＊)をみたすものが存在

することが示された．

(証明終)

(2)

S =

∫ k

0

∣∣∣∣ex − e−x

2
−mx

∣∣∣∣ dx
と表せるので，0 ≦ α ≦ k をみたすような任意の実数 αに対して，

S ≧
∫ 0

α

(
ex − e−x

2
−mx

)
dx+

∫ k

α

(
ex − e−x

2
−mx

)
dx

=

(
−eα − e−α + 1 +

ek + e−k

2

)
+

m

2
(2α2 − k2) (2)

が成り立つ．また，等号が成立するのは，条件
ex−e−x

2 −mx ≦ 0 (0 ≦ x < α)
ex−e−x

2 −mx = 0 (x = α)
ex−e−x

2 −mx ≧ 0 (α < x ≦ k)

をみたすときである．式 (1)に α =
k√
2
を代入すると，

S ≧ −e
k√
2 − e

− k√
2 + 1 +

ek + e−k

2
(3)

である．また，このときm = e
k√
2 −e

− k√
2√

2k
を代入すると，等号成立条件の一つである

eα − e−α

2
− e

k√
2 − e

− k√
2

√
2k

α = 0 (4)



をみたす．さらに，f1(x) =
ex−e−x

2 − e
k√
2 −e

− k√
2√

2k
xとすると，

f ′
1(x) =

ex + e−x

2
− e

k√
2 − e

− k√
2

√
2k

f ′′
1 (x) =

ex − e−x

2
> 0 (x > 0)

であるので y = f1(x)のグラフは下に凸．式 (4)より f1(
k√
2
) = 0であることと，

f1(0) = 0であることから， 
f ′
1(x) ≦ 0 (0 ≦ x < k√

2
)

f ′
1(x) = 0 (x = k√

2
)

f ′
1(x) ≧ 0 ( k√

2
< x ≦ k)

が成り立つ．よって，m = e
k√
2 −e

− k√
2√

2k
のとき，式 (3)の等号が成立して，S は最小値

S = −e
k√
2 − e

− k√
2 + 1 +

ek + e−k

2

をとる．

(解答終)

cba
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