
４ (35点)

　さいころを n回投げる．k 回目に出た目の値を Xk とする．このとき，

S =
n∑

k=1

X2
k が 3の倍数となる確率を求めよ．

(自作問題 #202004 )

[解答例](A20)

　mを 0以上の整数とする．n = mのとき，S が 3の倍数となる確率を Pm，3で割っ

た余りが 1, 2となる確率をそれぞれ Qm, Rm とおく．n = 0のときは，サイコロを振ら

なかった場合を意味し，

P0 = 1, Q0 = R0 = 0

また，Xk は k 回目に振ったサイコロの目なので，X2
k は k によらず 1

3 の確率で 3の倍数

となり， 2
3 の確率で 3で割って 1余る整数となる．よって，

P1 =
1

3
, Q1 =

2

3
, R1 = 0

である．

m+1∑
k=1

=
m∑

k=1

+X2
m+1

であるから，Pm+1, Qm+1 を Pm, Qm, Rm で表すと，

Pm+1 =
1

3
Pm +

2

3
Rm, (1)

Qm+1 =
2

3
Pm +

1

3
Qm, (2)

nの値によらず，S を 3で割った余りは 0, 1, 2のどれかであるので，任意のmに対して，

Pm +Qm +Rm = 1 (3)

が成り立つ．よって，式 (3)を (1)に代入すると，

Pm+1 = −1

3
Pm − 2

3
Qm +

2

3
(4)



と表せる．式 (2),(4)の和と差を考えると，

Pm+1 +Qm+1 =
1

3
(Pm −Qm) +

2

3

Pm+1 −Qm+1 = −(Pm +Qm) +
2

3

となるので，

Pm+2 +Qm+2 = −1

3
(Pm +Qm) +

8

9
(5)

Pm+2 −Qm+2 = −1

3
(Pm −Qm) (6)

である．式 (5)は

Pm+2 +Qm+2 −
2

3
= −1

3
(Pm +Qm − 2

3
) (7)

と変形できる．以後 nの偶奇で場合分けして考える．

i) nが偶数の時

このとき，式 (6),(7)を繰り返し適用すると，

Pn +Qn =

(
−1

3

)n
2

(P0 +Q0 −
2

3
) +

2

3

= −
(
−1

3

)n
2 +1

+
2

3

Pn −Qn =

(
−1

3

)n
2

(P0 −Q0)

=

(
−1

3

)n
2

と表せる．よって，

Pn =
2

3

(
−1

3

)n
2

+
1

3

である．

ii) nが奇数の時



このとき，i)と同様に

Pn +Qn =

(
−1

3

)n−1
2

(P1 +Q1 −
2

3
) +

2

3

= −
(
−1

3

)n+1
2

+
2

3

Pn −Qn =

(
−1

3

)n−1
2

(P1 −Q1)

=

(
−1

3

)n+1
2

と表せ，

Pn =
1

3

である．

（解答終）

cba
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