
３ (35点)

　半径が 1の定円と，3つの動点 P，Q，Rがあって，P は円周および内部を，Q，

Rは円周上を，それぞれが重ならないように動く．このとき，
−−→
PQ ·

−→
PRの取りうる

値の範囲を求めよ．

(自作問題 #202003)

[解答例](C25)

　 P,Qは相異なるので，
−−→
PQは零ベクトルでない．そこで，定円の中心を原点 O とし，

−−→
PQが x軸と同じ向きになるような座標を考える．

このとき，P,Q,Rの位置は，実数 θ, ϕ, t (−π < θ, ϕ ≦ π)を用いて，

−−→
OP =

(
t

sin θ

)
,

−−→
OQ =

(
cos θ
sin θ

)
,

−−→
OR =

(
cosϕ
sinϕ

)
と表せる．また，P,Q,Rは相異なる 3点で，

−−→
PQは x軸と同じ向きなので，θ, ϕ, tは

θ ̸= ϕ (1)

−π

2
<θ <

π

2
− cos θ ≦t < cos θ (2)

(cosϕ− t)2 + (sinϕ− sin θ)2 ̸= 0

をみたす．内積
−−→
PQ ·

−→
PRを θ, ϕ, tで表すと，

−−→
PQ ·

−→
PR = (cos θ − t)(cosϕ− t)

となるので，−2 ≦ cos θ + cosϕ ≦ 2に注意すると，

−−→
PQ ·

−→
PR =

(
t− cos θ + sin θ

2

)2

− (cos θ + cosϕ)2

4

≧ −1

であると分かる．さらに，式 2より 0 ≦ cos θ− t ≦ 2であること，式 1より cos θ = 1と



cosϕ = 1が同時に成立しないこと，また −2 ≦ cosϕ+ t ≦ 2であることに注意すると，

−−→
PQ ·

−→
PR < 4

が成り立つと分かる．よって，不等式

−1 ≦ −−→
PQ ·

−→
PR < 4 (3)

が成り立つ．式 3が求める値域であることを示そう．以下の二つの場合を考えることで，

−−→
PQ ·

−→
PRが式 3の範囲すべての値を取ることを示す．

i) P = (0, 0), Q = (1, 0)のとき

このとき，点 Qは ϕ ̸= 0であるようなすべての円周上を動くので，
−−→
PQ ·

−→
PRの取りうる

値の範囲は，

−1 ≦ −−→
PQ ·

−→
PR < 1

である．

ii) ) P = (−1, 0), Q = (1, 0)のとき

このとき，点 Qは ϕ ̸= 0, π であるようなすべての円周上を動くので，
−−→
PQ ·

−→
PRが取りう

る値の範囲は，

0 <
−−→
PQ ·

−→
PR < 4

である．

以上より，確かに
−−→
PQ ·

−→
PRは式 3を満たすすべての値をとりうるので，求める値の範

囲は，

−1 ≦ −−→
PQ ·

−→
PR < 4

である．

（解答終）
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