
６ (35点)

　 x, y, z を座標とする空間において，xz 平面内の曲線

z =
√

log(1 + x) (0 ≦ x ≦ 1)

を z 軸のまわりに 1回転させるとき，この曲線が通過した部分よりなる図形を S と

する．この S をさらに x軸のまわりに 1回転させるとき，S が通過した部分よりな

る立体を V とする．このとき，V の体積を求めよ．
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[解答例](A25)

　 f(x) = log(1 + x)とおく．このとき，

f ′(x) =
1

1 + x

であるので，0 ≦ x ≦ 1において

f ′(x) > 0 (1)

であり，単調増加．

　曲線 z =
√

f(x), (0 ≦ x ≦ 1)を z 軸まわりに 1回転してできる曲面 S は，

S =

{
(x, y, z)|z =

√
f
(√

x2 + y2
)
, 0 ≦ x2 + y2 ≦ 1

}

と表せるので，平面 x = tによる S の断面 U(t)は

U(t) =

{
(t, y, z)|z =

√
f
(√

t2 + y2
)
, 0 ≦ y2 ≦ 1− t2

}

と表せる．よって U(t)上の点 (t, y, z)と x軸との距離は，

√
y2 + z2 =

√
y2 + f

(√
t2 + y2

)



で与えられる．式 (1)および U(t)上の点の条件 0 ≦ y2 ≦ 1− t2 より，

f(|t|) ≦ y2 + z2 ≦ 1− t2 + log 2 (2)

である．それぞれの等号は，例えば (t, 0,
√

log(1 + |t|)), (t,
√
1− t2,

√
log 2)で成り立っ

ている．

　 U(t)は x = t上の連続曲線なので，式 (2)より，U(t)上の点と x軸との距離が取りう

る値の範囲は， √
log(1 + |t|) ≦

√
y2 + z2 ≦

√
1− t2 + log 2

である．よって，立体 V の x = tによる断面は，{
(t, y, z)|

√
log(1 + |t|) ≦

√
y2 + z2 ≦

√
1− t2 + log 2

}
で与えられるドーナツ型で，

V =
{
(x, y, z)|

√
log(1 + |x|) ≦

√
y2 + z2 ≦

√
1− x2 + log 2, (−1 ≦ x ≦ 1)

}
.

V の体積 I は，

I =

∫ 1

−1

π
(
1− x2 + log 2− log(1 + |x|)

)
dx

= 2π

∫ 1

0

(
1− x2 + log 2− log(1 + x)

)
dx

= 2π

[
x− x3

3
+ x log 2

]1
0

− 2π [(1 + x) log(1 + x)]
1
0 + 2π

∫ 1

0

dx

=
10

3
π − 2π log 2.

（解答終）

cba
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