
４ (35点)

　正の整数 aに対して，

a = 3bc(b, cは整数で cは 3で割り切れない)

の形に書いたとき，B(a) = bと定める．例えば，B(32 · 5) = 2である．

　m,nは整数で，次の条件を満たすとする．

(i) 1 ≦ m ≦ 30.

(ii) 1 ≦ n ≦ 30.

(iii) nは 3で割り切れない．

このような (m,n)について

f(m,n) = m3 + n2 + n+ 3

とするとき，

A(m,n) = B(f(m,n))

の最大値を求めよ．また，A(m,n)の最大値を与えるような (m,n)をすべて求

めよ．
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[解答例](C30)

　合同式でm ≡ s (mod p)かつ n ≡ t (mod p)が成り立つことを

(m,n) ≡ (s, t) (mod p)と表すことにする．(mod p)は適宜省略する．

　 B(a)の定義より，B(a) ≧ k ∈ Nとなるための必要十分条件は，aが 3k の倍数である

ことである．

(1)



　 A(m,n)が 1以上になる条件を考える．A(m,n) ≧ 1となる条件は f(m,n)が 3の倍

数となること，つまり 3を法とする合同式で，

m3 + n2 + n+ 3 ≡ 0 (1)

となることである．一般にm ≡ 0, 1, 2のどれかが成り立ち，nについても n ≡ 1, 2のど

れかが成り立つが，このうち式 (1)をみたすのは，

(m,n) ≡ (0, 2), (1, 1)

のどちらかが成り立つ時．これが A(m,n) ≧ 1となる条件．

(2)

　 A(m,n)が 2以上になる条件を考える．A(m,n) ≧ 2となる条件は f(m,n)が 9の倍

数となること，つまり 9を法とする合同式で，

m3 + n2 + n+ 3 ≡ 0 (mod 9) (2)

となることである．(1)より，A(m,n) ≧ 2のとき，(m,n) ≡ (0, 2), (1, 1) (mod 3)のど

ちらかが成り立つ

a) (m,n) ≡ (0, 2) (mod 3)のとき

　このとき，m3 ≡ 0 (mod 9)なので，式 2をみたすための条件は，

n2 + n+ 3 ≡ 0 (mod 9) (3)

となること．n ≡ 2 (mod 3)より，n ≡ 2, 5, 8のどれかが成り立つが，このうち式 3をみ

たすのは n ≡ 2 (mod 9)の時．よって，A(m,n) ≧ 2となる条件は，

m ≡ 0 (mod 3)

n ≡ 2 (mod 9)

の二式が成り立つことである．



b) (m,n) ≡ (1, 1) (mod 3)のとき　このとき，n ≡ 1, 4, 7のどれかと，n ≡ 1, 4, 7のど

れかが成り立つが，いずれの場合においても

f(m,n) ≡ 6 (mod 9)

であり，A(m,n) < 2である．

以上より，

m ≡ 0 (mod 3)

n ≡ 2 (mod 9)

が A(m,n) ≧ 2となる条件．

(3)

　 A(m,n)が 3以上になる条件を考える．A(m,n) ≧ 3となる条件は f(m,n)が 27の倍

数となること，つまり 27を法とする合同式で，

m3 + n2 + n+ 3 ≡ 0 (mod 27) (4)

となることである．(2)より，A(m,n) ≧ 3のとき，

m ≡ 0 (mod 3)

n ≡ 2 (mod 9)

の二式が成り立つ．このとき，m3 ≡ 0 (mod 27)なので，式 4をみたすための条件は，

n2 + n+ 3 ≡ 0 (mod 27) (5)

となること．n ≡ 2 (mod 9)より，n ≡ 2, 11, 20のどれかが成り立つが，このうち式 3を

みたすのは n ≡ 11 (mod 27)の時．このような nは (ii)の範囲では 11しかないので，

m ≡ 0 (mod 3)

n = 11

が A(m,n) ≧ 2となる条件．

(3)



　 A(m,n)が 4以上になる条件を考える．A(m,n) ≧ 4となる条件は f(m,n)が 81の倍

数となること，つまり 81を法とする合同式で，

m3 + n2 + n+ 3 ≡ 0 (mod 81) (6)

となることである．(3)より，A(m,n) ≧ 4のとき，n = 11であるから，式 6が成り立つ

条件は，

m3 ≡ 27 (mod 81) (7)

となることである．(3)より，m ≡ 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30のどれかが成り立つ

が，このうち式 7をみたすのは

m = 3, 12, 21, 30

の 4つ．よって A(m,n) ≧ 4となるのは (m,n) = (3, 11), (12, 11), (21, 11), (30, 11)の 4

つ．一方，

f(3, 11) ≡ f(12, 11) ≡ f(21, 11) ≡ f(30, 11) ≡ 162 (mod 243)

であるので，A(m,n) ≧ 5となるものは存在せず，最大値は 4．実現するのは上記の 4組．

（解答終）

cba
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