
３ (35点)

　 k を正の実数とする．座標空間において，原点 O を中心とする半径 1の球面上

の 4点 A,B,C,D が次の関係式を満たしている．

−→
OA ·

−−→
OB =

−−→
OC ·

−−→
OD =

1

2
,

−→
OA ·

−−→
OC =

−−→
OB ·

−−→
OC = −

√
6

4
,

−→
OA ·

−−→
OD =

−−→
OB ·

−−→
OD = k.

このとき，k の値を求めよ．ただし，座標空間の点 X,Y に対して，
−−→
OX ·

−−→
OY は，

−−→
OX と

−−→
OY の内積を表す．
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[解答例](B20)

　 a⃗ =
−→
OA, b⃗ =

−−→
OB, c⃗ =

−−→
OC と定める．問題の条件式に以下のように番号をつける．

a⃗ · b⃗ = 1

2
, (1)

a⃗ · c⃗ = −
√
6

4
, (2)

b⃗ · c⃗ = −
√
6

4
, (3)

a⃗ · d⃗ = b⃗ · d⃗, (4)

c⃗ · d⃗ =
1

2
. (5)

また，A,B,C,D は原点を中心とする単位球面上にあるので，

|⃗a| = |⃗b| = |⃗c| = 1. (6)

まず，a⃗, b⃗, c⃗が一次独立であることを示そう．

[証明]



実数係数 α, β, γ に対して

αa⃗+ βb⃗+ γc⃗ = 0⃗

であるとする．このとき，式 (1)～(3),(6)より，両辺の絶対値を比較すると，

α2 + β2 + γ2 + αβ −
√
6

2
αγ −

√
6

2
βγ = 0 (7)

となるが，

(左辺) =

(
γ −

√
6

4
α−

√
6

4
β

)2

+
3

8
(α+ β)2 +

1

4
(α− β)2

であるから，式 (7)より，α = β = γ = 0．よって，a⃗, b⃗, c⃗は一次独立．

(証明終)

以上より，d⃗は実数 s, t, uを用いて，

d⃗ = sa⃗+ t⃗b+ uc⃗ (8)

と表せる．式 (1)～(3),(6)を式 (4)～(6)に代入して，連立方程式

s+
1

2
t−

√
6

4
u =

1

2
s+ t−

√
6

4
u (9)

−
√
6

4
s−

√
6

4
t+ u =

1

2
(10)

s2 + t2 + u2 + st−
√
6

2
su−

√
6

2
tu = 1 (11)

を得る．式 (9)より，

s = t

なので，式 (10),(11)に代入すると，

u−
√
6

2
t =

1

2
(12)

u2 −
√
6tu+ 3t2 = 1 (13)



となる．式 (12)を式 (13)に代入して解くと，

t = ± 1√
2
.

よって，式 (12)と合わせ，k は

k =
3

2
t−

√
6

4
u

=
±3

√
2−

√
6

8

のどちらかと分かる．問題の条件より k は正の実数なので，

k =
3
√
2−

√
6

8

(解答終)

cba
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