
３ (35点)

　 k を正の実数とする．座標空間において，原点 O を中心とする半径 1の球面上

の 4点 A,B,C,D が次の関係式を満たしている．

−→
OA ·

−−→
OB =

−−→
OC ·

−−→
OD =

1

2
,

−→
OA ·

−−→
OC =

−−→
OB ·

−−→
OC = −

√
6

4
,

−→
OA ·

−−→
OD =

−−→
OB ·

−−→
OD = k.

このとき，k の値を求めよ．ただし，座標空間の点 X,Y に対して，
−−→
OX ·

−−→
OY は，

−−→
OX と

−−→
OY の内積を表す．
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[解答例](B25)

　
−→
OAと

−−→
OB のなす角を θ，

−−→
OC と

−−→
OD のなす角を ϕとおく．なお，0 ≦ θ, ϕ ≦ π とな

るようにとる．A,B,C,D は全て原点中心の単位球面上の点なので，

−→
OA ·

−−→
OB =

−−→
OC ·

−−→
OD = 1

2 より

cos θ = cosϕ =
1

2

である．よって，

θ = ϕ =
π

3

であり，△OAB,△OCD は正三角形．また，関係式

−→
OA ·

−−→
OC =

−−→
OB ·

−−→
OC = −

√
6

4
,

−→
OA ·

−−→
OD =

−−→
OB ·

−−→
OD = k



より，

AC =

√
OA2 − 2

−→
OA ·

−−→
OC +OC2

=

√
2 +

√
6

2

=

√
OB2 − 2

−−→
OB ·

−−→
OC +OC2

= BC

AD =

√
OA2 − 2

−→
OA ·

−−→
OD +OD2

=
√
2− 2k

=

√
OB2 − 2

−−→
OB ·

−−→
OD +OD2

= BD

が成り立つので，点 C,D は AB の垂直二等分面上にある．

ここで，Oを原点とし，A,B がそれぞれ (
√
3
2 , −1

2 , 0), (
√
3
2 , 1

2 , 0)となるように座標系をと

る．また，ここでは点 C の z 成分が 0以上である場合を考える (負の場合は xy 平面に対

して面対称な図形について考えればよい)．

このとき，C の y 座標は 0なので，
−→
OA ·

−−→
OC = −

√
6
4 および OC = 1より，C の座標は

(−1√
2
, 0, 1√

2
)である．D の y 座標は 0なので，k > 0より D の x成分は正．

よって，D は C を xz 平面上で原点を中心として時計回りに π
3 だけ回転させた点で，そ



の座標は (−
√
2
4 +

√
6
4 , 0,

√
6
4 +

√
2
4 )である．よって，

k =
−→
OA ·

−−→
OD

=
3
√
2−

√
6

8

（解答終）

cba
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