
２ (30点)

　 pを正の整数とする．α, β は xに関する方程式 x2 − 2px− 1 = 0の 2つの解で，

|α| > 1であるとする．

(1) すべての正の整数 nに対し，αn + βn は整数であり，さらに偶数であること

を証明せよ．

(2) 極限 lim
n→∞

(−α)n sin(αnπ)を求めよ．
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[解答例](A25)

(1)解と係数の関係から，

α+ β = 2p

αβ = −1 (*)

である．これを用いて，任意の正の整数 nで αn + βn は整数でしかも偶数であることを

nに関する数学的帰納法で示す．

i) n = 1の場合を考える．(*)より α+ β = 2pなので，α+ β は確かに整数でしかも

偶数．

ii) n = 2の場合を考える．(*)より，

α2 + β2 = 4p2 + 2

なので，α2 + β2 は確かに整数でしかも偶数．

iii) n = k, k + 1で αn + βn が整数でしかも偶数であることを仮定する．(*)より，

αk+2 + βk+2 = (α+ β)(αk+1 + βk+1)− αβ(αk + βk)

= 2p(αk+1 + βk+1) + (αk + βk)

である．よって，仮定より n = k + 2の場合も，αn + βn は整数でしかも偶数．

以上 i),ii),iii)より，題意は示された．



(証明終)

(2) 　加法定理より，

(−α)n sin(αnπ) = (−α)n sin((αn + βn)π) cos(βnπ)− (−α)n cos((αn + βn)π) sin(βnπ)

である．(1)より，αn + βn は偶数なので，

(−α)n sin(αnπ) = −(−α)n sin(βnπ)

が成り立つ．よって，

(−α)n sin(αnπ) = −(−α)nβn sin(β
nπ)

βn

= − sin(βnπ)

βnπ
π．

ところで，|α| > 1であるから，(*)より |β| < 1である．よって，

lim
n→∞

(−α)n sin(αnπ) = lim
n→∞

− sin(βnπ)

βnπ
π

= −π

（解答終）
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