
１ (30点)

　 a, bは実数で，a > 0とする．z に関する方程式

z3 + 3az2 + bz + 1 = 0 (*)

は 3つの相異なる解を持ち，それらは複素数平面上で一辺の長さが
√
3aの正三角

形の頂点になっているとする．このとき，a, bと (*)の 3つの解を求めよ．
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[解答例](A20)

　 (*)の解がなす正三角形を T と呼ぶことにする．a, bは実数なので，z が解ならば z も

解．よって，T は実軸対称．T の一辺の長さは
√
3aであるので，実軸対称であることと

合わせると，(*)の解の組は，実数 tと 1の 3乗根の一つ ω = −1+
√
3i

2 を用いて，

(a+ t, aω + t, aω2 + t)または (−a+ t,−aω + t,−aω2 + t)

のどちらかで表せる．よって，

z3 + 3az2 + bz + 1 = (z − (a+ t))(z − (aω + t))(z − (aω2 + t)) (1)

または

z3 + 3az2 + bz + 1 = (z − (−a+ t))(z − (−aω + t))(z − (−aω2 + t)) (2)

のどちらかが恒等的に成り立つ．式 1, 2それぞれについて，z2 の項の係数を両辺で比較

すると，

t = −a

が式 1, 2のどちらでも成り立つと分かる．よって，式 1の右辺の定数項は 0であり，左辺

と一致しないので式 1は成り立たず，式 2が恒等的に成り立つと分かる．式 2の定数項

を比較して，

2a3 = 1



が得られる．aは実数なので，

a =
1

2
1
3

.

また，式 2の z の項の係数を両辺で比較して，

b = 3a2

=
3

2
2
3

.

が得られる．また，(*)の 3つの解は

z = −a+ t,−aω + t,−aω2 + t

= −2
2
3 ,

1

2
4
3

(−1±
√
3i)

である．（解答終）

cba
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